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Vorrede.

Zwey Satze in der Lehre von den Gleichungen gibtiersBetreff deren man noch vor
Kurzem sagen konnte, dal3 ein voéllig richtiger Beadgrselben unbekannt sey. Der eine ist der
Satz: dalR3 zwischen je zwey Werthen der unbekardtéfle, die ein entgegengesetztes Resultat
gewahren, allemahl wenigstens eine reelle WurzeGdieichung liegen masse. Der andere lautet:
daR jede algebraische rationale ganze Functiom earénderlichen Grof3e sich in reale Factoren
des ersten oder zweyten Grades zerlegen lassen d&fa letzteren Satze hat uns, nach mehreren
miRlungenen Versuchen eines d'Alembert, Euler, a@lecénex, La Grange, La Place, Klugel u.
A., im vorigen Jahre endlich Hr. Gauld ein paar HBswageliefert, die kaum mehr etwas zu
wunschen Ubrig lassen durften. Es beschenkte uas digser vortreffliche Gelehrte schon in
dem Jahre 1799 mit einem Beweise fur diesen Satdé) aber noch den von ihm selbst
eingestandenen Fehler hatte, dall er die rein #&ugt Wahrheit auf eine geometrische
Betrachtung griindete. Seine zwey neuesten Bew®isb&r sind auch von diesem Fehler ganz
frei; indem die trigono-metrischen Functionen, diedem letzten vorkommen, in einer rein

analytischen Bedeutung aufgefal3t werden konnersalheh.

Der andere Satz, dessen wir oben erwédhnt, geh@t ebven nicht zu denjenigen Satzen,
welche das Nachdenken der Gelehrten bisher aufgaine vorzigliche Weise beschéftigt hatten.
Inzwischen finden wir doch, dal Mathematiker voolggm Ansehen sich mit diesem Satze

befaft, und schon

*) Demonstratio nova Theorematis, omnem functiorégebraicam rationalem integram unius variabilis in
factores reales primi vel secundi gradus resolsspoHelmstadii. 4°. 1799.
**) Demonstratio nova altera etc., und Demonstrativa tertia; beyde vom Jahre 1816.



verschiedene Beweisarten fir ihn versucht habemn. di¢d hievon Uberzeugen will, vergleiche
nur die verschiedenen Darstellungen, welche vosedneSatze z. B. Kastner *), Clairaut **),
Lacroix ***), Metternich +), Klligel ++), La Grange++), Rosling ++++) u. m. A. gegeben
haben.

Dal? aber keine dieser Beweisarten als geniugendsemge werden kdnne, zeigt sich bei
einer genaueren Prifung derselben sehr bald.

*) Anfangsgriinde der Analysis endlicher GroRRerA®l. § 316.

**) Elemens d'Algebre. 5eme Edit. Supplemens. Cham. 16.

***) Elemens d'Algebre. 7eme Edit.

+) In seiner Uibersetzung des eben angefiihrten ¥gerén Lacroix. Mainz. 1811. § 211.

++) In seinem mathematischen Wérterbuche. 2. Bardi Bff.

+++) Traité de la resolution des équations numesaie tous les degrés. Paris. 1808.

++++) Grundlehren von den Formen, Differenzen. &#htialien und Integralien der Functionen. |. T&ifl9.



I. Bei der gewdhnlichsten Beweisart stitzt man sidgh eine aus der Geometrie entlehnte
Wabhrheit: dafl3 namlich eine jede kontinuierlichei&imon einfacher Krimmung, deren Ordinaten
erst positiv, dann negativ sind (oder umgekehrig, Abscissenlinie nothwendig irgendwo in
einem Punkte, der zwischen jenen Ordinaten liagltschneiden miusse. Gegen die Richtigkeit
sowohl, als auch gegen die Evidenz dieses geomlgnsSatzes ist gar nichts einzuwenden. Aber
eben so offenbar ist auch, dal3 es ein nicht zueddiel Verstol? gegen die gute Methode sei,
Wahrheiten der reinen (oder allgemeinen) Mathemédik h. der Arithmetik. Algebra oder
Analysis) aus Betrachtungen herleiten zu wollen)che in einen blo3 angewandten (oder
speciellen) Teil derselben, namentlich in die Gemmegehdren. Und hat man die
Unschicklichkeit einer dergleichemetabasis eis allo genasicht langst schon gefiihlt und
anerkannt? Hat man sie nicht schon in hundert ané&@flen, wo man ein Mittel gewul3t,
vermieden, und diese Vermeidung sich zum Verdieasteerechnet? *) Muf3 man sich also nicht,

wenn man anders folgerecht sein will, dieses aushzia thun bestreben? -

*) Ein Beyspiel geben die vorhin angefiihrten AbHanden des Hrn. Prof. Gaul3.



Denn in der That, wer immer bedenket, dal3 die Bssvei der Wissenschaft keineswegs bloRRe
Gewillmachungen, sondern vielmehr Begrindungen dDdrstellungen jenes objectiven
Grundes, den die zu beweisende Wabhrheit hat, sdignsdem leuchtet von selbst ein, dal3 der
echt wissenschaftliche Beweis, oder der objectiven@ einer Wahrheit, welche von allen
GroRRen gilt, gleich viel, ob sie im Raume oder hiahRaume sind, unmdéglich in einer Wahrheit
liegen kdnne, die blo3 von Grol3en, welche im Rasimé, gilt. Bey Festhaltung dieser Ansicht
begreift man vielmehr, dal3 ein dergleichen geoswter Beweis, wie in den meisten Fallen, so
auch in dem gegenwartigen, ein wirklicher Zirkef.deenn ist gleich die geometrische Wahrheit,
auf die man sich hier beruft, (wie wir schon eirigaden haben) héchst evident, und bedarf sie
also keines Beweises als Gewil3machung; so bedarfnishts desto weniger doch einer
Begrindung. Denn sichtbar sind die Begriffe, ausedesie besteht, so zusammengesetzt, daf}
man nicht einen Augenblick anstehen kann, zu sagjergehodre keineswegs zu jenen einfachen
Wahrheiten, welche man eben del3halb, weil sie muné&von andern, selbst keine Folgen sind,
Grundsatze oder Grundwahrheiten nennet; sie sémefie ein Lehrsatz oder eine Folgewahr-
heit, d. h. eine solche Wahrheit, die ihren Grum@yéwissen andern hat, und daher auch in der
Wissenschaft durch Herleitung aus denselben, deagaterden muf3 *). Nun denke, wer da will,
dem objectiven Grunde nach, warum eine Linie udim vorhin erwdhnten Umstéanden ihre
Abscissenlinie durchschneide: so wird gewil3 jeaér ©ald gewahr werden, daf3 dieser Grund in
nichts Anderm liege, als in jener allgemeinen Waltrtzufolge deren jede stetige Function von
X, welche fur einen Werth von x positiv, fir einandern negativ wird, fir irgend einen
dazwischen liegenden Werth von x zu Null werden nufgl diel3 ist eben die Wahrheit, die hier
bewiesen werden soll. Weit gefehlt also, dal’ diesstere aus jener hergeleitet werden durfte
(wie diel3 in der Beweisart, die wir jetzt prifemsghieht): mufd vielmehr umgekehrt diese von
jener abgeleitet werden, wenn man die WahrheitetlemWissenschaft eben so darstellen will,

wie sie nach ihrem objectiven Zusammenhange manelar verbunden sind.

II. Nicht minder verwerflich ist der Beweis, dennkgje aus dem Begriffe Stetigkeit einer

Function, mit Einmengung der Begriffe von Zeit

**) Man vergleiche Uber die Alles meine Beytrageeiner begriindeteren Darstellung der Mathematile |
Lieferung. Prag 1810. II. Abth. 88. 2.10. 20. 2B man die logischen Begriffe, welche ich hier ad&dnnt voraus

setze, entwickelt findet.



und Bewegung, fuhrten. "Wenn sich zwey Functiorigndnd(x), sagen sie, nach dem Gesetze
der Stetigkeit andern, und wenn fur a=f(a) < ¢(a); fur x =a aber f3) > ¢(B) ist: so muld es
irgend einen zwischem undf liegenden Werth u geben, fir welchen f(up @) ist. Denn wenn
man sich vorstellt, daf3 die veranderliche Grof¥e diesen beyden Functionen nach und nach alle
zwischena und liegende Werthe, und in demselben Augenblicke imbegyderseits denselben
Werth annimmt: so ist im Anfange dieser stetigenrtteeranderung von x, f(x) ¢(x), und am
Ende f(x) >¢(x). Da aber beyde Functionen vermoge ihrer Stetighrst alle mittleren Werthe
durchgehen missen, bevor sie zu einem hoherenggelakbnnen; so muld es irgend einen
mittleren Augenblick geben, in welchem beyde eimargleich waren. - Dieses versinnlicht man
noch durch das Beyspiel der Bewegung zweyer Kogeren der eine anfangs hinter dem andern
war, zuletzt ihm vorgeeilt ist, und folglich nothmaég einmahl bey ihm vorbey gegangen seyn
muf3. -

Niemand wird wohl in Abrede stellen, dal} der Bdgdér Zeit, und vollends jener der
Bewegung in der allgemeinen Mathematik eben so destiy sey, als der des Raumes.
Gleichwonhl, wenn diese zwey Begriffe hier nur deléHterung wegen eingemengt waren, hatten
wir nichts dagegen zu erinnern.

Denn auch wir sind keineswegs einem so Ubertrigbéh@&ismus zugethan, der, um die
Wissenschaft von allem Fremdartigen rein zu erhalterlangt, daf3 man in inrem Vortrage nicht
einmahl einen aus fremdem Gebiethe entlehnten Aukdauch nur in uneigentlicher Bedeutung
und in der Absicht aufnehme, um eine Sache so kiarm klarer zu bezeichnen, als es durch eine
in lauter eigenthimlichen Benennungen abgefalitetBeibung geschehen kann, oder nur, um
den Uibelklang der steten Wiederholung der nahrahcivorte zu meiden, oder um durch den
bloBen Nahmen, den man der Sache beylegt, schoeiramBeyspiel zu erinnern, das zur
Bestéatigung der Behauptung dienen kann. Hieraush¢nsian zugleich, daf® wir auch Beyspiele
und Anwendungen nicht im Geringsten fur etwas Szdchalten, das der Vollkommenheit des
wissenschaftlichen Vortrages Abbruch thue. Nureldsrdern wir dagegen strenge: daf? man die
Beyspiele nie statt der Beweise aufstelle, undoéaf® uneigentlich gebrauchte Redensarten, und
auf die Nebenvorstellungen, die sie mit sich fuhrdamahls die Wesenheit des Schlusses selbst
grinde, so dal3 der letztere wegfallt, sobald maa fidert. Nach diesen Ansichten dirfte sich

also noch allenfalls die Einmengung des Begriffes deit in obigem Beweise entschuldigen



lassen; weil auf die Redensarten, die von ihm hengenen sind, kein Schlufd gegrindet wird,
der nicht auch ohne ihn galte. Keineswegs aber kamzuletzt gegebene Versinnlichung durch
die Bewegung eines Korpers fur etwas Mehreres ahgewerden, als fur ein bloRes Beyspiel,

das den Satz selbst nicht beweist, vielmehr dumelerst bewiesen werden muf3.

a. Halten wir uns also mit Weglassung dieses Belspiur an das ubrige Raisonnement.
Bemerken wir zuvorderst, dal3 in demselben ein btiger Begriff der Stetigkeit zu Grunde
gelegt sey. Nach einer richtigen Erklarung ndhmliebsteht man unter der Redensart, deif&
Function f(x) fur alle Werthe von x, die inner- o@ei3erhalb gewisser Grenzen liegen*), nach
dem Gesetze der Stetigkeit sich andre, nur soda#, wenn x irgend ein solcher Werth ist, der
Unterschied f(x + 0) - f(x) kleiner als jede gegeb Grol3e gemacht werden kdnne, wenn man
wo so Klein, als man nur immer will, annehmen kader es sey (nach den Bezeichnungen, die
wir im 8. 14. des binomischen Lehrsatzes u. s.ragR816. eingeflhrt) f(x @) = f(x) + Q. Dal}
aber, wie man in diesem Beweise annimmt, die sefignction niemahls zu einem hdheren
Werthe gelange, ohne erst alle niedrigeren durcmgpgen zu seyn, d.h. dafl3 f(x Ax) jeden
zwischen f(x) und f(x Ax) liegenden Werth annehmen kénne, wenn man n iBsdieben
zwischen 0 und +1 nimmt: das ist wohl eine sehrrea®ehauptung, aber sie kann nicht als
Erklarung des Begriffes der Stetigkeit angesehrdemr sondern ist vielmehr ein Lehrsatz tber
denselben; und zwar ein solcher, der sich numersh Voraussetzung des Satzes selbst beweisen
[&13t, zu dessen Beweise man ihn hier anwendenahn wenn M irgend eine zwischen f(x) und
f(x + Ax) liegende Grol3e bedeutet; so ist die Behaupta@,es irgend einen zwischen 0 und +1
liegenden Werth von n gebe, fir welchen f(x Axip = M ist, nur ein besonderer Fall von der
allgemeinen Wahrheit, dal3, wenn f(x)¢£x) und f(x + Ax) > ¢(x + AX) ist, es irgend einen
mittleren Werth x + AX geben muisse, fur welchen f(x Ax) ¢( x + nAX) ist. Aus dieser
allgemeinen Wahrheit ndhmlich ergibt sich jeneezesBehauptung in dem besondern Falle, wo

die Functionp(x) in eine constante GrofRe M tbergehet.

*) Es gibt Functionen, welche fur alle Werthe ihv8urzel stetig veranderlich sind, z. B. ax + bxlei es gibt auch
andre, die sich nur inner- oder auRerhalb gewiSsenzwerthe ihrer Wurzel nach dem Gesetze dergRestiandern.
So &ndert sich x+ (I - x) (2-x) nur fir alle Werthe von x die <+1, @d>+2 sind, stetig; nicht aber fiir die Werthe,

die zwischen + 1 und + 2 liegen.



b. Aber gesetzt auch, man konnte diesen Satz aafreandern Wege darthun: doch wiirde
der Beweis, den wir prufen, noch einen andern Fdtdeen. Daraus ndhmlich, da@)f¢ ¢(a)
und f3) < ¢(B) ist, wirde nur folgen, da® wenn u irgend ein g a und b liegender Werth
ist, bei welchen®(u) > d(a) aber <d(B) ist; so werde f(x), bevor es aus)(in f(3) Ubergeht, d.

h. bey irgend einem x, das zwischerund 3 liegt, ebenfalls =p(u). Ob aber dieses bey eben
demselben Werthe von x, der = u ist, geschehe; @vdil u jeden beliebigen Werth zwischen
und 3 bedeuten kann, ddr(u) > ¢(a) und <¢(b) macht) ob es irgend einen zwisctemund 3
liegenden Werth von x gibt, bey welchem beyde Honen f(x) undd(x) einander gleich

werden: das wirde noch immer nicht folgen.

c. Das Tauschende des ganzen Beweises beruhetaipenmur auf der Einmengung des
Begriffes der Zeit. Denn wenn man diesen wegléfizesgt sich alsbald, dafl} der Beweis nichts
anders, als eine Wiederholung des zu beweisendeesSaelbst mit andern Worten ist. Denn
sagen, dal3 die Function f(x), bevor sie aus ihramstahde des Kleinerseyns in den des
GrolRRerseyns Ubergeht, erst durch den des Gleichseiyp(x) hindurch gehen muisse; heilt ohne
Zeitbegriffe sagen, dald unter den Werthen, die d&x)immt, wenn man fir x jeden beliebigen
Werth zwischer undp setzt, auch einer sey, der f(x}p€x) macht; was der zu beweisende Satz

selbst ist.

[ll. Andere beweisen unsern Satz, indem sie folganeéntweder ganz ohne Beweis, oder
doch nur gestitzt auf einige aus der Geometrieelenttt Beyspiele, zum Grunde legen: "Jede
veranderliche GroRe kann ans einem bejahten Zustandeinen verneinten nur durch den
Zustand des Nullseyns oder den der Unendlichkeirgdhen.” — Da nun das Resultat einer
Gleichung bey keinem endlichen Werthe der Wurze&ngditich grof3 werden kann: so muf3, wie

sie schliel3en, jener Uibergang hier durch Null geken.

a. Wenn man in obigem Satze die uneigentliche ¥tustg eines Uiberganges, die den
Begriff einer Verdnderung in Zeit und Raum enthdlisondern will; wodurch von selbst auch
schon der ungereimte Ausdruck eines Zustandes m&svirhandenseyns wegféllt: so bek6mmt
man am Ende folgenden Satz: "Wenn eine verander{gi®dRe, die von einer andern x abhangig

ist, fur x =a bejaht, fir x = verneint befunden wird: so gibt es jedesmahl einwischen



o undp gelegenen Werth von x, fur den sie Null, oder adigen, fir den sie unendlich wird.
Und nun bemerkt gewi3 ein Jeder, dal} eine so zueagesetzte Behauptung keine
Grundwahrheit sey, sondern bewiesen werden musde;atder ihr Beweis kaum leichter seyn
durfte, als der des Satzes selbst, zu dessen Betariesie aufstellen will. b. Ja bey genauerer
Betrachtung zeigt sich, dal} sie im Grunde sogartigtzh mit ihm sey. Denn es ist nicht zu
vergessen, dald diese Behauptung eigentlich nur destnwahr ist, wenn sie von blo3 stetig
veranderlichen GréRen verstanden wird. So hat ieBFunction x #/(x - 2) (x + 1) fir x = +2
wohl allerdings einen bejahten, fir x = -1 einemneinten Werth; dennoch, weil sie sich
innerhalb dieser Grenzen nicht nach dem Gesetz&tigkeit &ndert: so gibt es auch keinen
innerhalb + 2 und -1 liegenden Werth von x, firahein sie Null oder unendlich wirde. Schrankt
man aber die Behauptung auf blol3 stetig veranderiierof3en ein; so mufld man auch diejenigen
Functionen, die fur einen gewissen Werth ihrer Wurmendlich werden, ausschlieRen. Denn
eine solche Function, wie a/(b — x), ist eigentlgtht flr alle Werthe von x, sondern nur fur alle,
die > oder < b sind, stetig veranderlich. Denn di@n Werth x = b erhélt sie gar keinen
bestimmten Werth, sondern wird das, was man ungngiliol3 nennt. Also kann man auch nicht
sagen, dal3 die Werthe, die sie fur x =d annimmt, die alle bestimmt sind, dem Werthe, den s
fur x = b erhalt, so nahe kommen kénnen, als manmuoner will. Und diel3 gehort doch zu dem
Begriffe der Stetigkeit (Il. a). Setzt man nun &r dbigen Behauptung den Begriff der Stetigkeit
noch hinzu und &Rt dagegen den Fall des Unendéicdiens hinweg: so geht sie wortlich in den
Satz, der erst bewiesen werden sollte, Uber; nghpdial3 jede stetig verdnderliche Function von
X, welche fur x =a bejaht, fir x =3 verneint ist, fur irgend einen zwischenund 3 liegenden

Werth zu Null werden misse.

IV. Irgendwo liest man folgenden Schluf3: "Weil ffy x = a bejaht, fir x =3 verneint ist:
so mul3 es zwischem und 3 zwey Gréf3en a und b geben, bey denen der Uibergasglen
bejahten Werthen der f(x) in die verneinten gedahiso zwar, daf’3 zwischen a und b kein Werth
von x mehr fallt, fur den f(x) noch bejaht oder maint ware.” U. s. w. Dieser Irrthum bedarf
kaum einer Widerlegung und wirde hier gar nichtediilgrt werden, wenn er nicht zum Beweise
diente, wie undeutlich noch die Begriffe manchdbsteangesehener Mathematiker tUber diesen
Gegenstand sind. Es ist doch bekannt genug, daieshen je zwey einander auch noch so nahe

stehenden Werthen einer unabhangig veranderlich@féei dergleichen die Wurzel x einer



Function ist, immer noch unendlich viele mittlereekthe gebe; und eben so, dal eine jede stetige
Function kein letztes x, das sie bejaht, und kestes x, das sie verneint macht, also kein solches

a und b, wie hier beschrieben wird, besitze!

V. Das Mif3lingen dieser Versuche, den Satz, von déniandeln, unmittelbar zu beweisen,
leitete auf den Gedanken, ihn aus dem zweyten Sdéssen wir anfangs erwahnt, ndhmlich aus
dem von der Zerlegbarkeit jeder Function in gewissetoren abzuleiten. Es ist auch kein
Zweifel, dal3, wenn dieser zugegeben wird, jenerilamnsgeschlossen werden kdnne. Aber der
Umstand ist nur, daf3 eine solche Herleitung dessdlieine echt wissenschaftliche Begriin-dung
heissen konnte, indem der zweyte Satz offenbar @iek zusammengesetztere Wahrheit
ausspricht, als unser gegenwartiger; daher sic@r @ohl auf diesen, nicht aber umgekehrt dieser
auf jenen griinden kann. Wirklich ist es auch noamiénd gelungen, jenen ohne Voraussetzung
von diesem zu beweisen. Betreffend die Beweisesrdémstatthaftig-keit schon Hr. Gaul3 in
seiner Abhandlung vom Jahre 1799 gezeigt hat; s@dseben darum, weil sie bereits als
unstatthaft erwiesen worden sind, nicht néthig, untersuchen, ob sie auf unsern Satz sich
grunden oder nicht. Der Beweis des Herrn La Plabat)gleichfalls seine Fehler, die wir jedoch
schon darum hier nicht auseinander zu setzen beauaebeil derselbe ausdricklich auf unsern
gegenwartigen Satz gegrundet ist. Und eben so Iheauwir auch auf den zuerst erschienenen
Beweis des Hrn. Gauly keine Riucksicht zu nehmen] dieser sich auf geometrische
Betrachtungen stitzet. Inzwischen ware es leichzutlaun, da? auch in ihm unser Satz
stillschweigend angenommen wird, indem die geosaten Betrachtungen, die in ihm angestelit
werden, ganz jenen &hnlich sind, deren wir n°rvkadnet. — Alles kbmmt also nur noch auf des
Herrn Gaul3 Demonstratio nova altera und tertiaJane beruft sich auf unsern Satz ausdrucklich;
indem sie S. 30 voraussetzt: aequationem ordinpaiis certo solubilem esse; eine Behauptung,
die bekanntlich nichts anders, als eine leichtg&mwing aus unserm Satze ist. Nicht so offenbar
ist es bey der Demonstratio nova tertia. dal’ sie unserm Satze abhéngt. Sie grindet sich unter

Anderm auf folgenden Lehrsatz:

*) In dem Journal de I'école normale, oder auctids la Croix Traité du calcul diff. et int. T. £.r162, 163.



Wenn eine Function fir alle Werthe ihrer verandben Grol3e x, die zwischenundf3 liegen,
stets positiv verbleibt; so hat auch ihr Integsal,genommen, dal} es fir xa=verschwindet, und
daRR hierauf x 8 gesetzt ist, einen positiven Werth. Nun findet mamr in dem Beweise, den
uns La Grange*) fur diesen Lehrsatz geliefert, &emusdrickliche Berufung auf den unsrigen.
Allein dieser La Grangesche Beweis hat auch nocé kiicke. Er fordert ndhmlich, die Gro3e i
so klein zu nehmen, dal3

((fx + ) -fF )i -F'(X) < (F'(X) +f'(x+i) + f'(x+20) + ...+ f'(x +(n-1)i))/n
werde, wobey das Product i.n einer gegebenen Ggt#Seh bleiben soll, und die bekannte
Bezeichnung f '(x) die erste abgeleitete Function f¢(x) vorstellt. Hier entsteht nun die Frage, ob
die Erfullung dieser Forderung auch moglich seg?kl@iner man i nimmt, um den Unterschied
(f(x + 1) - f(x))/i - f'(X) zu vermindern, destorger mul3 man auch n, den Divisor in dem
Ausdrucke rechter Hand annehmen, wenrstets der gegebenen Grdl3e gleich bleiben soli. Nu
vermehret sich zwar auch die Menge der Gliedereim &ahler: ob aber diese Vermehrung den
Zahler neben dem Verhaltnisse, wie der Nenner wacbgyréf3ere, ob sich der Werth des ganzen
Bruches durch die Verminderung von i, nicht vielldi eben so stark oder noch starker
vermindere, als der Ausdruck

((f(x + 1) - f(x))/i — £'(x),

das ist noch zu erweisen. Soll diese Licke nunediBgwerden; so wird diel3 wohl nur durch
Berufung auf unsern gegenwaértigen Satz geschehamek( da wir uns schon bey dem Beweise
eines mit diesem La Grangeschen verwandten, obgleat einfacheren Lehrsatzes **) auf ihn
beziehen muliten.

*) Lecons sur le Calcul des fonctions. Nouvellettedi. Paris. 1806. Leg. 9. p. 89.

**) Nahmlich des Satzes § 29 in der Abhandlung: ldaomische Lehrsatz u. s. w.



So mangelhaft also sind alle bisherigen Beweise $igzes, der auf dem Titel dieser
Abhandlung genannt ist. Derjenige nun, den ich dier Beurtheilung der Gelehrten vorlege,
enthalt, wie ich mir schmeichle, nicht eine bloRew@machung, sondern die objective
Begriindung der zu beweisenden Wahrheit; d. ht ecls wissenschatftlich.*)

Folgendes ist eine kurze Uibersicht des Gangesedammit.

Die zu beweisende Wabhrheit, dal3 zwischen den zweythdh a und b, die ein
entgegengesetztes Resultat gewahren, jederzeitgstens eine reelle Wurzel liege, beruhet
offenbar auf jener allgemeineren, dal3, wenn zweffget Functionen von x, f(x) ungi(x), von
solcher Beschaffenheit sind, dal3 fur xa=f(a) < ¢(a), fur x = aber f3) > ¢(B) ausfallt,
allemahl irgend ein zwischemn undf liegender Werth von x vorhanden seyn misse, filchea
f(x) = ¢(x) wird. Allein wenn f(a) <¢(B) ist; so ist vermodge des Gesetzes der Stetigeht aoch

f(a+ i) < ¢(a+ i), wenn man nur i klein genug annimmt. Die Eiggimaft

*) Doch erwarte man nicht, dal ich hier etwa schlbm Regeln befolge, die in den Beytragen zu eimgrindeteren
u. s. w. (Il. A.bth.) fir die Construction einesheavissenschaftlichen Vortrags von mir selbst asifgt worden
sind. Denn bin ich gleich von der Richtigkeit dies&egeln noch immer vollkommen Uberzeuget; so @sthdeine
genaue Befolgung derselben nur dort allein mogliehhman den Vortrag einer Wissenschaft von ihreteerSatzen
und Begriffen anfangt; nicht aber dort, wo man nmeinige Lehren derselben, herausgehoben aus dem
Zusammenhange des Ganzen abhandelt; wie diesegdsiehieht. Diese Bemerkung ist denn, wie sich selbst

versteht, auch auf die Abhandlung Uber den bindmeisd_ehrsatz zu beziehen.



des Kleinerseyns also kommt der Function von i, dke Ausdruck ¢+ i) darstellt, fur alle
Werthe von i zu, die kleiner sind, als ein gewis§&deichwohl kommt diese Eigenschaft ihr nicht
fur alle Werthe von i ohne Einschrédnkung zu; nahie@mnicht fir ein i, dall 8 - a ware;
indem f) schon >¢(p) ist. Nun gilt der Lehrsatz, dal3 so oft eine gewikigenschaft M allen
Werthen einer veranderlichen Grof3e i, die kleisrein gegebener sind, und doch nicht allen
Uberhaupt zukbmmt: so gibt es jederzeit irgend reigedl3ten Werth u, von dem behauptet
werden kann, daf3 alle i, die < u sind, die Eigeadi besitzen. Fur diesen Werth von i selbst
kann nun f¢ + u) nicht <¢(a+ u) seyn; weil sonst nach dem Gesetze der Stétigkeh noch
fla+ u +w) < d(a+ u + w) ware, wenn maw nur klein genug anndhme. Und folglich wéare es
nicht wahr, dal3 u der grof3te von den Werthen @st,welchen die Behauptung gilt, daf3 alle unter
ihm stehende Werthe von ioff i) < ¢(a + i) machen; sondern u & ware ein noch grol3erer
Werth, von dem dasselbe gilt. Noch weniger abenkémt+u) > ¢(a+ u) seyn; indem sonst auch
fla + u-w) >¢(a +u -w) seyn mildte, wenn man o klein genug nimmt; unglitdi wéare es
nicht wahr, daf} fir alle Werthe von i, die < u siffd+ i) < ¢(a+ i) sey. So mul3 denn alsaff
u) = ¢(a+ u) seyn; d. h. es gibt einen zwisclenind liegenden Werth von x, ndhmlich a + u,
fur welchen die Functionen f(x) urg(x) einander gleich werden. Es handelt sich nuhnam
den Beweis des erwahnten Lehrsatzes. Diesen erwwisenun, indem wir zeigen, dal3 jene
Werthe von i, von welchen behauptet werden kand,alle kleineren die Eigenschaft M besitzen,
und jene, von denen sich diel3 nicht mehr behauléiény einander so nahe gebracht werden
kénnen, als man nur immer will; woraus sich fireledder einen richtigen Begriff von Grolie
hat, ergibt, dal’3 der Gedanke eines i, welches idd#&egderjenigen ist, von denen gesagt werden
mag, dal3 alle unter ihm stehende die Eigenschalftebltzen, der Gedanke einer reellen d. h.
wirklichen Grolie sei.
ok

Bevor ich noch diese Vorrede schliel3e, mégen nmr@estandnild und eine Bitte erlaubt
seyn, welche sich nicht blo3 auf diese gegenwdartigadern auf meine sammtlichen, auch, so
Gott will, kiinftigen Schriften beziehen. Schon almm Wenigen, so bisher erschienen ist,
vornehmlich aber aus jenem Grundrisse einer neogikl.den die erste Lieferung der Beytrage
zu einer begrindeteren Darstellung der Mathematikhrer zweyten Abtheilung unter der

Uiberschrift: tber die mathematische Methode, tiefkonnte ein aufmerksamer Leser



entnehmen, dald ich gewisse Ansichten hege, diglenesie anders nicht als durchaus unrichtig
befunden werden, eine ganzliche Umstaltung aller apriorischen Wissenschaften zur Folge
haben muissen. Den gréf3ten und wichtigsten Theskedi@nsichten habe ich bereits durch eine so
lange Zeit und mit so vieler Unbefangenheit gegridald es wohl nicht mehr zu frihe ist, wenn
ich jetzt etwas lauter davon zu sprechen wage. dgdn aber Ansichten, welche das ganze
Gebiet einer oder mehrerer Wissenschaften umfasaéneine doppelte Art bekannt gemacht
werden; indem man sie entweder auf einmahl undusafmmenhange, oder auch theilweise und
in einzelnen Abhandlungen vortragt. Die erste Attt bisher bey weitem die gewdéhnlichste

gewesen; und ohne Zweifel auch der Weg, den jedectdagen mul3, dem es nur darum zu thun
ist, um in der kiirzesten Zeit zu grolRem Anseherderi gelehrten Theile seiner Zeitgenossen zu
gelangen. Fiur die Vervollkommnung der Wissenschafeber daucht mir die zweyte

Verfahrungsart viel zutraglicher zu seyn; und zewas folgenden Griinden:

Erstlich, weil der Entdecker der neuen Ansichteihdaese Art viel weniger Gefahr lauft, sich
zui Ubereilen; indem der theilweise Vortrag seiMie@inungen ihm gestattet, seine Erklarung tber
Puncte, woriiber er anfangs noch selbst im Zweigditsauf eine spatere Zeit zu verschieben; aus
den Beurtheilungen aber, die das schon Vorgetragdiééart, zu lernen, und manches unrichtig
Gegebene noch zu berichtigen.

Zweytens laRt sich bey einer solchen blof3 theileveisr sich gehenden Entfaltung seiner
Ansichten auch eine weit strengere Prifung derselba Seite der Leser erwarten. Denn wer mit
einem schon vollendeten Systeme auftritt, bietettdgmerksamkeit unseres Geistes auf einmabhl
eine zu grol3e Anzahl neuer Behauptungen dar, 8lzu&offen wére, wir werden jede derselben
mit eben der Genauigkeit prifen, als wenn sie unsetn vorgelegt worden wéare. Wer einen
vollstandigen Lehrbegriff liefert, zeigt, oder soMle-nigstens zeigen, wie auch aus seinen
abweichenden Vorder-sétzen sich jene Wahrheitem,dér gesunde Menschen-verstand mit
unldugbarer Sicherheit erkennt, herleiten lasseerad® dieses aber soéhnt uns mit jenen
Vorderséatzen aus, und macht, dal3 wir sie ihm \néledenklicher zugeben werden, als wenn er
sie einzeln aufgestellt, und uns in Zweifel gelaskétte, ob und in wie fern sie sich mit allem
Uibrigen, was fur uns Wahrheit ist, vertragen. keidist wohl auch nicht zu laugnen, daf3 schon
der bloRe Anblick eines dickleibigen Buches, das wlistdndiges System dieser oder jener
Wissenschaft verspricht, uns eine Art von Achtungl@&3e, bevor wir es noch gelesen haben.

Entdec-ken wir nun beym Lesen selbst einen gewiZsmammen-hang in den Behauptungen



desselben; hat das Geb&ude des menschlichen Widssn®an uns hier im Grundrisse darstellt,
eine gefallige Form; ist alles angelegt nach MaBl und Zahl und Symmetrie: so wird unser
Urtheil bestochen; so fangen wir selbst an zu wiaseg hier endlich méchte doch jenes einzig
richtige System, das wir so lange schon gesuchhavmlen seyn! Und das Geringste, was erfolgt,
ist, dafld wir uns einbilden, um des bemerkten Zusanmanges willen stehe uns hdchstens Eines
von Beydem frey, entweder das Ganze anzunehmengdeadésanze zu verwerfen; wahrend doch
in der That weder das Eine, noch das Andere gesatstilte!

Diel3 ohngefahr waren die Grinde, aus welchen icbhrsan Jahre 1804 beschlol3, in keiner
Wissenschaft je mit der Herausgabe eines vollsgggmdLehrbuchs anzufangen; sondern in jeder
meine von den gewdhnlichen abweichenden Begriffeerst in einzelnen Abhandlungen bekannt
zu machen. Und, wenn diese nach vielfaltiger Bégamg bey einem Theile des Publicums
Beyfall gefunden haben, dann erst soll an die Atigieng ganzer Systeme gedacht werden, wird
anders nicht diel3 letztere Geschaft der Tod Anderiberlassen gebieten.

Ich fing denn meine schriftstellerische Laufbahrt miner die Mathematik betreffenden
Abhandlung an und trug unter dem Titel: Betrachamgiber einige Gegenstande der
Elementargeometrie (Prag, bey C. Barth. 1804), tnetehreren andern Ansichten, eine neue
Theorie der Parallelen vor *). Einige Jahre hierfalffte ich den Entschluf3, meine gesammten in
das Gebiet der Mathematik gehdrigen Ansichten urdem Titel: Beytrdge zu einer
begrindeteren Darstellung der Mathematik, liefeswelse herauszugeben. Allein gleich die
erste dieser Lieferungen (Prag, bey C. Widtmanap}8atte bey aller Wichtigkeit ihres Inhaltes
das Unglick, in einigen gelehrten Zeitschriften gécht, in andern nur sehr oberflachlich
angezeigt und beurtheilt zu werden. Diel3 néthigghndie Fortsetzung dieser Beytrage auf eine
spatere Zeit zu verschieben, und mittlerweile mustersuchen, ob es mir nicht vielleicht gelange,
mich durch die Herausgabe einiger Abhandlungencheedurch ihren Titel geeigneter wéren,

Aufmerksamkeit zu erregen, der gelehrten Welt etvedsinnter zu machen. Zu diesem Zwecke

*) Diese Theorie durfte wenigstens des doppelterstdndes wegen Aufmerksamkeit verdienen: erstlig, sie die
einzige ist, der man doch keinen offenbaren Fehémhzuweisen vermochte; dann weil der grofite Jetetnde
Geometer Frankreichs, Legendre, in der zehnten ahesgeiner Elemens de Geometrie. Paris. 1813 ggaviB

unabhéngig von mir, auf eben dieselbe Ansicht deg®verfallen ist.



erschien im J. 1816 der schon vorhin erwéhnte bisdme Lehrsatz u. s. w. (Prag, bey Enders).
Zu diesem Zwecke soll, meinem Wunsche nach, auehgdgenwartige Abhandlung dienen,
deren Herausgabe uberdiel3 noch dadurch néthig wwelié ich mich auf den Satz, den sie
beweiset, in jener friheren schon berufen hatteigéi andre Abhandlungen, welche schon
gleichfalls druckfertig ausgearbeitet sind, z. Bee welche den Titel fihren soll: Die drey
Probleme der Rectification, der Complanation undQigbirung, ohne Betrachtung des unendlich
Kleinen, ohne die Annahmen des Archimedes, und otgend eine nicht streng erweisliche

Voraussetzung geldst, erwarten noch ihre Verleger.

Soll ich nun ferner auf diesem Wege, der mir deréglichste scheint, fortfahren kdnnen: so
bestehet die einzige Gunst des Publicums, um Hibiiten mul3, darin, dal3 man diese einzelne
Abhandlung ihres geringeren Umfanges wegen nicktd@hne, sondern sie vielmehr prife mit
aller nur moglichen Strenge, die Resultate diesgfuRg aber 6ffentlich kund machen wolle,
damit, was vielleicht undeutlich gesagt ist, detdir erklaret, was ganz unrichtig ist, widerrufen

werde, das Wahre und Richtige aber je eher jerielneallgemeinen Annahme gelange.

8 1

Willkdrlicher Satz. Wenn bei einer Reihe von Groéht etwa der besondere Fall obwaltet,
dall anzufangen von einem gewissen Gliede die fdégeralle, jedes fir sich, Null sind, wie
dieses Letztere z. B. bey der Binomialreihe flefeg@ositiven und ganz zahligen Exponenten n,
nach dem (n + lten) Gliede geschieht: so ist emnb#ir, dal3 der Werth dieser Reihe, d. h. die
Grol3e, die durch Summirung ihrer Glieder entsteicht immer einerley verbleiben kdnne, wenn
man die Menge der Glieder nach Belieben vermehrebnderheit mul3 sich dieser Werth gewil3
jedesmahl &ndern, wenn man die Anzahl der Gliedeum ein einzelnes, welches nicht Null ist,
vermehret. Der Werth einer Reihe ist daher nebst @esetze, welches die Bildung ihrer
einzelnen Glieder bestimmt, auch noch von ihrer ahhzabhangig; so dal? derselbe auch bey
unveranderter Gestalt und Grol3e der einzelnen &liethe verénderliche GroRRe vorstellt. In

dieser Rucksicht bezeichnen wir eine Function vowelche aus einer beliebig zu vermehrenden



Reihe von Gliedern bestehet, und deren Werth sonebkt x auch noch von ihrer Gliederzahl r
abhangig ist, durch({x), oder {x). So ist
z. B.
A+ Bx + CX... + R{= F(x);
dagegen
A+ Bx + CX... + RX +... + SX°= F.(X).

8. 2.

1. Zusatz. Die Werthveranderung, d. h. die Zu o&dlmmahme des Werthes, die eine Reihe
durch die Vermehrung ihrer Gliederzahl um eineibeste Menge, z. B. um eines, erfahrt, kann
nach Beschaffenheit der Umstande bald eine beggr@icRe (wenn nahmlich die Glieder der
Reihe einander alle gleich sind), bald aber auch eerénderliche seyn; und in diesem Falle bald
eine GroélRe, die zuweilen wachst zuweilen abnimmld leine, die bestandig wéchst, bald eine,
die bestandig abnimmt. So ist die Aenderung, wettbdreihe

1+1+1+1+...
erfahrt, wenn sie um ein Glied vermehret wird, ddestdndige Grol3e; die Aenderung, welehe die
Reihe
a+-ae+detaé+ ...
durch die Vermehrung um ein Glied erféahrt, eineaaderliche Gro3e, wenn anders nicht etwa e

=1 ist, wird immer grof3er, wenn ett, und immer kleiner, wenn exd.

8.3.

2. Zusatz. Wenn die Werthanderung (Zu- oder Abrghdie eine Reihe durch Vermehrung
ihrer Gliedermenge um eine bestimmte Anzahl (z.uB. eines) erleidet, immer gleich grof3
verbleibt, oder gar immer gro3er wird; in beydelidrBauch noch einerley Vorzeichen behalt: so
ist es einleuchtend, dal3 der Werth dieser Reih@egréls jede gegebene Grolle zu werden
vermag, wenn man dieselbe weit genug fortsetzein dann gesetzt der Zuwachs, den die Reihe
durch eine Vermehrung von je n Gliedern erfahiy,s@der > d, und man begehre die Reihe so

grof3 zu machen, dal} sie die gegebene Gr6RRe Ddiitveitet: so nehme man nur eine ganze Zahl



r, die = oder > D/d, und verlangere die Reihe umG@Glieder; so hat dieselbe hiedurch einen
Zuwachs erhalten, der = oder > (r.d = oder > (DAIJd) ist.

8. 4.

3. Zusatz. Dagegen gibt es auch Reihen, deren Wsttveit man sie fortsetzen mag, eine
gewisse Grol3e nie Uberschreitet. Von dieser Aglesth die Reihe:
a-ata-a+..,
deren Werth, so weit man sie fortsetzen mag, imenéweder O oder a ist, also die Gréf3e a nie

iberschreitet.
8. 5.

4. Zusatz. Unter diesen ist besonders merkwirdegGlasse derjenigen Reihen, welche die
Eigenschaft besitzen, dafl} die Veranderung (Zu- éderahme), welche ihr Werth durch eine
auch noch so weit getriebene Fortsetzung ihrerd@tierleidet, immer kleiner verbleibt, als eine
gewisse Grol3e, die wieder selbst so klein, als manimmer will, angenommen werden, kann,
wenn man die Reihe schon vorher weit genug fortgesat. Dald es dergleichen Reihen gebe,
beweiset uns nicht nur das Beyspiel aller derjamigeren Glieder, hinter einem gewissen, alle
der Null gleich sind, die also eigentlich iber di€ked hinaus gar keiner Fortsetzung, noch
Werthverdnderung mehr fahig sind, wie die Binoneiéle des 8. 1: sondern von dieser Art sind
auch alle Reihen, deren Glieder entweder eben so woch starker abnehmen, als die einer
geometrischen Progression. deren Exponent ein redBtech ist. Denn der Werth der
geometrischen Reihe a + ae +# aeaé + ... ist bekanntlich = a(1-&Y/(1- e). Wird aber diese
Reihe noch um s Glieder verlangert, so ist der Zinwa&’+ ad*™ + ad™ +... + aé*= aé"(1 -
e)/(1 — e). Wenn nun e <1; so verbleibt dieser Zuwachs, wenn man erst lhdgiich groR
genommen hat, kleiner als jede gegebene GroRegrafieauch s hinterher anwachsen mag. Denn
weil € immer <+1 verbleibt, so ist 48(1 - €)/(1 — e) offenbar immer kleiner als 7341 — e).
Letztere GrofRe aber kann durch Vermehrung von inddeals jede gegebene werden; indem
derjenige Werth, den sie fir ein nachst groRerasnimmt, aus dem néachst vorhergehenden

durch die Multiplication mit ¢, einem echten undverénderlichen Bruche entstehet. (S. den



binomischen Lehrsatz §. 22.) Es laf3t sich also gedenetrische Progression, deren Exponent ein
echter Bruch ist, erst so weit fortsetzen, dal3Zdsvachs, der ihr hierauf durch jede noch fernere
Fortsetzung zu Theil werden kann, kleiner als idgeme gegebene Grol3e verbleiben muf3. Um
desto mehr mul3 dieses von einer Reihe gelten, @reder noch starker abnehmen, als die einer

fallenden geometrischen Progression.

8. 6.

5. Zusatz. Wenn man den Werth, welchen die Summemdén n,n+ 1, n+ 2, ..., n+r
Glieder einer wie § 5 beschaffenen Reihe hat, adnhg nach durch

Fn(X), Fosa(X), FreaX), ..., FredX)
bezeichnet (8. 1.): so stellen die Grol3en

Fi1(X), F(X), Rs(X), ..., R(X), .., R+d(X), ...
nun eine neue Reihe vor (die summatorische degenrgenannt). Diese hat der gemachten
Voraussetzung nach die besondre Eigenschaft, da®merschied, der zwischen ihrem nten
Gliede R(x) und jedem spéateren.HXx), es sey auch noch so weit von jedem nten etifeleiner
als jede gegebene Grole bleibt, wenn man erst 8 genug angenommen hat. Dieser
Unterschied ist ndhmlich der Zuwachs, den die ursgliche Reihe durch eine Fortsetzung Uber
ihr ntes Glied hinaus erféhrt; und dieser Zuwadtisder Voraussetzung nach so klein verbleiben

koénnen, als man nur immer will, wenn man erst i3ggenug angenommen hat.

8.7.

Lehrsatz. Wenn eine Reihe von Grof3en

Fi(X), Fo(X), F3(X), ..., R(X), .., FaselX), ...
von der Beschaffenheit ist, dal3 der Unterschieds@van ihrem nten Gliede,(k) und jedem
spateren [5(Xx), sey dieses von jenem auch noch so weit enifé&tainer als jede gegebene
GrolRe verbleibt, wenn man n grol3 genug angenomraersa gibt es jedesmahl eine gewisse
bestandige Grol3e, und zwar nur eine, der sich exl€& dieser Reihe immer mehr ndhern, und
der sie so nahe kommen kdnnen, als man nur withjwean die Reihe weit genug fortsetzt.

Beweis. Dal} eine solche Reihe, wie sie der Lehisedzhreibt, mdglich sey, erhellet aus 8§ 6.



Die Annahme aber, daf? eine Grol3e X vorhanden segich die Glieder dieser Reihe bey immer
weiterer. Fortsetzung so sehr, als man nur immél, wahern, enthalt auch gewif3 nichts
Unmoégliches, wenn man noch nicht voraussetzt, def3edGroRe nur eine einzige und
unveranderliche sey.
Denn wenn es eine Grol3e, welche sich andern danf, soll; so wird man sie freylich jederzeit
so annehmen konnen, dal3 sie dem Gligge) Fwelches man eben jetzt mit ihr vergleicht,htec
nahe kommt, ja mit ihm vollig einerley ist. Dal} abdie Voraussetzung auch einer
unveranderlichen Grol3e, die diese Eigenschaft deéAerung an die Glieder unsrer Reihe hat,
keine Unmaglichkeit enthalte; folgt daraus, weilbey dieser Voraussetzung moglich wird, diese
Grol3e so genaul, als man nur immer will, zu besemniDenn gesetzt, man wollte X so genau
bestimmen, daf} der Unterschied zwischen dem angaeoen und dem wahren Werthe von X
eine auch noch so kleine gegebene GréfRe d nichssdlbeitet: so suche man nur in der
gegebenen Reihe ein Glied(¥) von der Beschaffenheit aus, dal} jedes folgénpdéx) von ihm
um weniger als =d verschieden sey. Ein solchés) fnul es nach der Voraussetzung geben. Ich
sage nun, der Werth von,(kK) sey von dem wahren Werthe der Grole X hochstenstd
verschieden. Denn wenn man bey einerley n, r nagielBn vergrol3ert, so mufl3 der Unterschied
X - Frs(X) = 200 so klein werden kdnnen, als man nur immer willr Daterschied KXx) - Fy«(X)
bleibt aber jederzeit, so grof3 man auch r nehmel. Also muf auch der Unterschied

X = Fa(X) = (X = Fs(X)) — (F(X) — Fasr(X)
jederzeit < +d (d 4w) verbleiben. Da aber derselbe bey einerley n bewandige GrolRe ish
dagegen durch die VergréRerung von r so klein ghimaerden kann, als man nur immer will: so
muld X — K(x) = oder < £d seyn. Denn wére es gré3er und z Bd + e); so kénnte unmdglich
das Verhaltni® d + e < d &, d. h. e <w bestehen, wenn man immer mehr verkleinert. Der
wahre Werth von X ist also von dem Werthe, den @Gded F(x) hat, hochstens um d
verschieden und |3t sich daher, da man d nackl&sliklein annehmen kann, so genau, als man
nur immer will, bestimmen. Es gibt also eine re€lgRe, der sich die Glieder der von uns
besprochenen Reihe so sehr, als man nur immernéiern, wenn man sie weit genug fortsetzt.
Aber nur eine einzige dergleichen GroRRe gibt esirDgthmen wir an, dal’ es nebst X noch eine
andre bestandige GrolRe Y gébe, der sich die GliggieReihe so sehr, als man nur immer will,
indhern, wenn man sie weit genug fortsetzt: so enilie Unterschiede X -+HX) =w, und Y —

Fr+(X) = wn so klein werden kdnnen, als man nur immer willnwenan r grof3 genug werden



lieRe. Dasselbe mufite also auch von ihrem eigenégrdt¢hiede, d. h. von X — Yo —wy gelten;
welches, wenn X und Y bestdndige Grol3en seyn sallemoglich ist, falls man nicht X =Y

voraussetzt.

§ 8.

Anmerkung. Wenn man den Werth der Grol3e X auf diewie es im vorigen 8§ geschehen,
namlich durch irgend eines der Glieder selbstvaelshem die gegebene Reihe zusammengesetzt
ist, zu bestimmen sucht: so wird man, wenn ander<Glieder dieser Reihe nicht, anzufangen
von einem gewissen, einander alle gleich sind, étaihls ganz genau bestimmen. Man hiithe
sich aber, hieraus zu schlie3en, dal3 die Gro3éeknahl irrational seyn misse. Denn wenn uns
z. B. die Reihe

0,1, 0,11, 0,111, 0,1111; ...

(welche die summatorische der geometrischen

1/10, 1/100, 1/1000, 1,10000, ...
ist) vorgelegt ware: so ware die Grole, der dich Glieder so sehr, als man nur immer will,
nahern, keineswegs irrational, sondern der BruBh Daraus ndhmlich, dal3 eine Grol3e sich auf
einem gewissen Wege nicht genau bestimmen la@etfoloch nicht, dal’ sie auf keinem andern

vOllig bestimmbar, und also irrational sey.

8.9.

Zusatz. Wenn also irgend eine gegebene Reihe voBeehaffenheit ist, dal’ jedes einzelne
ihrer Glieder endlich, die Verdnderung aber, de durch eine auch noch so weit getriebene
Fortsetzung erfahrt, kleiner als jede gegebene &gifsfallt, sobald man nur die Anzahl ihrer
bisherigen Glieder grof3 genug genommen hat: so @gbjederzeit eine, aber auch nur eine
bestandige Grol3e, welcher der Werth dieser Reih@ake tritt, als man nur immer will, wenn
man sie weit genug fortsetzt. Denn eine solche &ksihvon der Art der 8 5 beschriebenen, und
folglich bilden die Werthe, welche die Summe ihmein + 1, ... Glieder ersteigt, eine Reihe, wie

die der 88. 6 und 7; mithin kbmmt ihnen auch di& 8rwiesene Eigenschatft zu.



§ 10.

Anmerkung. Man glaube ja nicht, daf3 in dem obigatz& 8. 9 die Bedingung, "dal® die
Veranderung (Zu- oder Abnahme), welche die Reihetdiede Fortsetzung erfahrt, kleiner als
jede gegebene GrofRe misse bleiben kdnnen, wenrsimaorhin schon weit genug fortgesetzt
hat", — Uberflissig sey; und dal der Satz vielteroit einer groReren Allgemeinheit auch so
ausgedruckt werden konnte: "Wenn die Glieder eitmhe durch ihre Fortsetzung stets kleiner
und so klein zu werden vermdégen, als man nur imwiér so gibt es jedesmahl auch eine
bestandige Grol3e, der sich der Werth der Reihahpel Fortsetzung so sehr, als man nur immer
will, ndhert." Diese Behauptung wiirde gleich foldes Beyspiel widerlegen. Die Glieder der
Reihe

1/2+ 1/3 + 1/4 +1/5 + ...
kénnen so klein werden, als man nur immer will; glodh ist es eine aus den Eigenschaften der
gleichseitigen Hyperbel bekannte (aber auch aums agthmetischen Betrachtnngen herleitbare)
Wabhrheit, dal3 dieser Reihe Werth gréR3er, als jedeliene Grol3e zu werden vermag, wenn man

sie weit genug fortsetzt.

8. 11.

Vorerinnerung. In Untersuchungen der angewandtethétaatik ereignet sich oOfters der
Fall, daR man von einer veranderlichen Gro3e xhetrfées komme allen ihren Werthen. die
kleiner als ein gewisser u sind, eine bestimmteeghaft M zu; ohne zu gleicher Zeit zu
erfahren, dal} diese Eigenschaft Werthen, die gréifidrals u, nicht mehr zukomme. In solchen
Fallen kann es vielleicht noch manchesdas > u ist, geben, von dem es gleicher Weise/ane
ul gilt, daR alle unter ihm stehende Werthe vonexElgenschaft M besitzen, ja diese Eigenschaft
kann vielleicht allen x ohne Ausnahme zukommen. Werman dagegen nur noch diel3 Eine
erfahrt, dal? M nicht allen x Uberhaupt eigen seywsd man aus der Vereinigung von diesen
beyden Angaben nun schon berechtigt seyn zu sehljefs gebe eine gewisse GroRe U, welche
die grof3te derjenigen ist, von denen es wahr sayn,kdal3 alle kleineren x die Eigenschaft Ml
besitzen. Dieses beweiset der folgende Lehrsatz.



8. 12.

Lehrsatz. Wenn eine Eigenschaft M nicht allen Wantkiner veranderlichen Gro3e x, wohl
aber allen, die kleiner sind, als ein gewisser ukbmmt: so gibt es allemahl eine Gréf3e U,
welche die grof3te derjenigen ist, von denen belkawperden kann, dafld alle kleineren x die

Eigenschaft M besitzen.

Beweis. 1. Weil die Eigenschaft M von allen x, #ieiner sind als u, und gleichwohl nicht
von allen tberhaupt gilt; so gibt es sicher irgeime Grol3e V = u + D (wobey D etwas positives
vorstellt), von der sich behaupten laf3t, dald Mtadlen x, die <V = u + d sind, zukomme. Wenn
ich daher die Frage aufwerfe, ob M wohl allen »e diu + D/2' sind, zukomme? und den
Exponenten m der Ordnung nach, erst 0, dann 1, 8adann 3, u. s. w. bedeuten lasse: so bin

ich gewil3, da? man die erste meiner Fragen mir waértieinen mussen. Denn die Frage, ob M

wohl allen x, die < u + D/02 sind, zukomme, ist einerley mit der, ob M allerdie < u + D sind,
zukomme; welches nach der Voraussetzung zu vemesteEs kommt nur darauf an, ob man
mir auch alle folgenden Fragen, welche entstehasenn ich m nach und nach immer grofer
ansetze, verneinen wird. Sollte dieses der Falh;sgy ist einleuchtend, daf} u selbst der grofite
der Werthe ist, von welchen die Behauptung giltR ddle x, die kleiner als er sind. die
Eigenschaft M besitzen. Denn gabe es noch einefleged z. B. u + d; d. h. galte die
Behauptung, dal3 auch noch alle x, die < u + d gilel,Eigenschaft M haben: so ist doch
offenbar, da wenn ich m groR genug annehme, u2¥ Bihmahl = oder < u + d wird; und
folglich miRte, wenn M allen x, die < u + d sindkédmmt, dasselbe auch allen, die < u +"D/2
sind, zukommen; also hétte mir diese Frage niciiteret, sondern bejahet werden missen. Es ist
daher erwiesen, dal3 es in diesem Falle (wo maralheirobigen Fragen verneint) eine gewisse
GroRRe U (ndhmlich u selbst) gebe, welche die grdBtgenigen ist, von denen die Behauptung
gilt, daf3 alle unter ihr stehende x die EigenschElfftesitzen.

2. Wird mir dagegen die obige Frage einmahl bejalned ist m der bestimmte Werth des
Exponenten, bey dem man sie mir zuerst bejahetafm kuch 1 bedeuten; aber, wie wir gesehen,
nicht 0): so weil? ich nun, daR die Eigenschaft Mrak, die < u + D/2 sind, aber schon nicht
mehr allen, die < u +D2" sind, zukomme. Der Unterschied zwischen u +"B/8nd D/2" ist

aber = D/2. Wenn ich daher mit diesem wieder, wie vorhin dain Unterschiede D verfahre; d.



h. wenn ich die Frage aufwerfe, ob M wohl allerie, < u + D/Z'+ D/2™" sind, zukomme; und
hier den Exponenten n erst 0, dann 1, dann 2,w. Bedeuten lasse: so bin ich abermahl gewil3,
dall man mir wenigstens die erste dieser Fragenwemeinen missen. Denn fragen, ob M allen
X, die < u + D/Z + D/Z™° sind, zukomme, heit eben D so viel, als fragényicallen x, die < u

+ D/2™* sind, eigen sey; was man schon vorhin verneirig¢ hollte man aber auch alle meine
folgenden Fragen verneinen, so grof3 ich auch n madhnach mache: so wirde, wie vorhin,
erhellen, u + D/2sey jener groRte Werth, oder das U, von welchenBdeauptung gilt, daR alle

unter ihm stehende x die Eigenschaft M besitzen.

3. Wird mir dagegen eine dieser Fragen bejahet, geschieht die3 zuerst bey dem
bestimmten Werthe n: so weil? ich nun, daR M allediex< u + D/Z' + D/2™" sind, zukomme,
aber schon nicht mehr allen, die < u + D&2D/2™"! sind. Der Unterschied zwischen diesen

beyden GroRen ist = OF2" und ich verfahre mit ihm wieder, wie vorhin mit23. U.s.w.

4. Wenn ich auf diese Art so lange fortfahre, alsamur immer will; so sieht man, dal3 das

Resultat, das ich zuletzt erhalte, eines von Beysieyn mul3.

a. Entweder ich finde einen Werth von der Form D/2" + D/2™"+ D/2™*", der sich mir
als der grof3te darstellt, von welchem die Behauptgiit, daf?3 alle unter ihm stehenden x die
Eigenschaft M besitzen. Diel3 geschieht in dem Fa#an mir die Fragen, ob M allen x, die

<u+ D/2"+ DI2™+ ...+ D/I2Z™S sind, zukomme, fiir jeden Werth von s verneinet

werden.

b. Oder ich finde wenigstens, dall M zwar allenig, d

<u+ D/Z"+ D/2™"+ D/I2™ " sind,
zukomme, aber schon nicht mehr allen, die < u +"B/D/2™"+ D/2™*" sind. Hiebey steht
es mir frey, die Anzahl der Glieder in diesen beyd&x6ien durch neue Fragen immer noch

gréf3er zu machen.

5. Ist nun der erste Fall vorhanden, so ist die Meihdes Lehrsatzes bereits erwiesen. Im

zweyten Falle lasset uns bemerken, daR die GroR®(™ + D/2™" + D/2™"" " eine Reihe



vorstelle, deren Gliederzahl ich nach Belieben wmran kann, und die zur Classe der 8. 5
beschriebenen gehéret; weil sie, je nachdem m,, m,entweder alle = 1, oder zum Theile noch
groRer sind, entweder eben so, oder noch starkemati, als eine geometrische Progression,
deren Exponent der echte Bruch 1/2 ist. Daraudbesiih, dal sie die Eigenschaft des § 9 habe;
d. h. dal3 es eine gewisse bestandige Grol3e gebsiedso nahe kommen kann, als man nur
immer will, wenn man die Menge ihrer Glieder hirgéoh vermehret. Sey diese GroR3e U; so
behaupte ich, die Eigenschaft M gelte von alledig,< U sind. Denn gélte sie von irgend einem
x; das < U ist, z. B. von U & nicht; so miiRte die GroRe u + B D/2™"+ D/2™" 1 weil fiir
alle x, die kleiner als sie sind, die EigenschafSktt finden soll, immer den Abstaddron U
behalten. Denn jedes x, das

=u+ D/2"+ D/2™"+ D/2™M T —
ist, so klein auchwn sey, besitzt die Eigenschaft M; dagegen dem x = &Jsoll sie nicht
zukommen: also muf3

U-8> u+D/2"+ D/2™"+ D/2™™ "~ oder
U—(u+ D/2+ D/2™"+ D/2™™ ™) > § —w seyn.

Mithin kénnte der Unterschied zwischen U und deihBenicht so klein werden, als man nur
immer will; dad — @ nicht so klein werden kann, als man nur immer,wilbem sichd nicht
andert, wahrend kleiner als jede gegebene Grol3e zu werden vermddpen so wenig kann
aber M von allen x, die < U &sind, gelten. Denn weil der Werth der Reihe

u + D/Z"+ D/2™"+ D/2mntrl
dem Werthe der Reihe

u+ D/2"+ D/2™"+ D2
so nahe gebracht werden kann, als man nur imméy iwildem der Unterschied beyder nur
D/2™ " *ist; weil ferner der Werth der letzteren Reihe @edRe U so nahe treten kann, als man
nur immer will:so kdnnen auch der Werth der erstdReihe und U einander so nahe kommen,
als man nur will. Also kann

u+ D/Z"+ D/2™"+ D2
gewil3 < U +¢ werden. Nun aber gilt der Voraussetzung nach Mtnion allen x, die

< u+ D/2"+ D/2™"+ D2t
sind; um desto weniger also von allen x, die < &Jsind. Also ist U der grof3te Werth, von

welchem die Behauptung gilt, daf3 alle unter ihrhestele x die Eigenschaft M besitzen.



§.13.

1. Anmerkung. Vorstehender Lehrsatz ist von def3gmd Wichtigkeit und wird in allen
Zweigen der Mathematik, in der Analysis sowohl, alsden angewandten Theilen, in der
Geometrie, Chronometrie und Mechanik gebrauchtt S¢gner hatte man sich bisher nicht selten
des falschen Satzes bedient: "Wenn eine Eigensbhaitht von allen x, wohl aber von allen,
die kleiner als ein gewisses sind, gilt: so gibtjederzeit irgend ein grof3tes x, welchem die
Eigenschaft M11 zukémmt." Diel3, sage ich, ist zig€&ales so eben Erwiesenen falsch. Denn
gibt es irgend eine GrolRe U, welche die grof3terut@a@jenigen ist, von denen gesagt werden
kann, dal3 alle unter ihr stehende x die Eigensd®ath sich haben: so gibt es eben darum sicher
kein grofdtes x, dem diese Eigenschaft zukdmmt, warders x eine entweder frey oder doch
stetig veranderliche GroR3e ist. Denn fur eine jédg oder nach dem Gesetze der Stetigkeit
veranderliche Grof3e gibt es bekanntlich nie eingifdtgn Werth, der kleiner als eine gewisse
Grenze U ist; indem, so nahe sie auch schon awerdi@&senze stehen mag, sie ihr doch immer
noch néher gebracht werden kann. — Man denke siohdiel3 durch ein Beyspiel zu erlautern,
eine rechtwinkelige Hyperbel, und nehme eine i&ksymptoten zur Abscissenlinie, und nicht
den Mittelpunet ¢, sondern was immer fir einen emd@unet a in dieser Asymptote, der die
Entfernung D von c hat, zum Anfangspuncte der Adssm an. Erklaren wir nun die Richtung ac
fur die positive der Abscissen, und die Richtung aklche die rechtwinkelige Ordinate des
Punctes a hat, fur die positive der Ordinaten: sd won jeder Abscisse x, die kleiner als eine
gewisse z. B. kleiner als D/2 ist, die Eigensclgaften, dal3 ihr eine positive Ordinate entspricht.
Gleichwohl wird diese Eigenschaft (M) nicht voneallpositiven Abscissen gelten, nahmentlich
nicht von solchen, die gro3er als D sind. Gibt aa wohl hier eine gréf3te Abscisse, einen
grofdten Werth von x, welchem die Eigenschaft M rokid? Keineswegs; wohl aber gibt es ein
U, d. h. eine Abscisse, welche die grofdte untejetdgen ist, von denen gesagt werden kann, daf3
alle kleineren als sie positive Ordinaten haber.dlie Eigenschaft M besitzen. Diese Abscisse

nahmlich ist +D.

8. 14.



2. Anmerkung. Es durfte Jemand vielleicht auf desd&ken kommen, dal’ der Beweis des
Lehrsatzes 8§ 12 ganz kurz auf folgende Art hattelyjeverden kdnnen: "Gébe es kein grofdtes U,
von welchem die Behauptung gilt, dal3 alle unter gtehende x die Eigenschaft M besitzen: so
wirde man u immer gréRer und gréRRer, und also e8,gals man nur immer will, nehmen
konnen, und folglich mufite M von allen x ohne Ausna gelten. — Allein diel3 ware ein sehr
fehlerhafter Schlu3, indem er sich auf den stillggigend angenommenen Obersatz stitzen
wurde: "dal3 eine Grol3e, die immer grof3er und grg&@eommen werden kann, als man sie schon
genommen hat, so grof3 werden kénne, als man nueimitl. Wie falsch dieses sey, beweiset z.
B. die bekannte Reihe 1/2 + 1/4 + 1/8 +..., deretWimmer grol3er und grof3er gemacht werden
kann, als er schon ist, und gleichwohl immer < 1bhlbt! — Wir wirden eines so leicht
einzusehenden Irrthums gar nicht erwdhnen, wenmigd® von Zeit zu Zeit geschéhe, dald
Mathematiker sich ihn zu Schuld kommen lassen,essé kiirzlich Einer in seiner "vollstandigen
Theorie der Parallelen”.

8. 15.

Lehrsatz. Wenn sich zwey Functionen von X, f(x) g@d), entweder fur alle Werthe von x,
oder doch fur alle, die zwischenund 3 liegen, nach dem Gesetze der Stetigkeit andernpnwe
ferner f@ ) < o(a), und f@) > (p @) ist: so gibt es jedesmahl einen gewissen zwischen 3
liegenden Werth von x, fur welchen f(x)p€x) wird.

Beweis. Wir mussen erinnern, dal3 in diesem Lehesdiz Werthe der Funetionen f(x) und
o(x) blof3 ihrer absoluten GrofRe nach, d. h. ohnek8ldist auf ein Vorzeichen, oder so, als ob sie
gar keine des Gegensatzes fahige Grof3en wéarereimaider verglichen werden sollen. Wohl

aber kommt es an auf die Bezeichnung, wetched haben.

I. Man nehme erstlich an, da3 und B beyde positiv sind, und dafl3 (weil dieses dann
gleichgultig ist)p die groRere von beyden, und sofffita + i sey, wo i eine positive Grol3e
anzeigt. Weil nun ff) < ¢(a) ist; so ist auch, wenm eine positive Grof3e anzeigt, die so klein
werden kann, als man nur immer willp ftw) < (a0 + ®). Denn weil sich f(x) una(x) fur alle x,
die zwischern undp liegen, stetig verandern sollen; uadt ® zwischeno undp liegt, so bald

nurm < i genommen wird: so mussei ff o) - f(a) unde(o + ) - ¢(a) so klein werden kénnen,



als man nur will, wenn mamw klein genug nimmt. Es ist daher, wenn auehQ' GrolRen
bedeuten. die sich so klein machen lassen, alsnmaimmer will, f@ + o) - f(a) = Q, unde(a +
o) - o(a) =Q'". Daher
o(a + o) - fla + ®) =e(a) — fla) + Q' - Q.

Allein ¢(a) — f(x) gleicht nach der Voraussetzung irgend einer pesit Grof3e von
unveranderlichem Werthe A. Also ist

olat+tw)-fla+tw)=A+Q"-Q,
welches, wenn mag, Q' klein genug werden laf3t, d. h. wenn man derainen sehr kleinen
Werth ertheile, und dann noch um so mehr fir déenkren Werthe, was positiv bleibt. Also lafdt
sich von allerw, die Kkleiner als ein gewisses sind, behaupten dimBwey Functionen d(+ o)

undoe(a + ) in dem Verhaltnisse der kleineren Gréf3e zu egnéideren stehen.

Bezeichnen wir diese Eigenschaft der veranderlichgifdew durch M; so kbnnen wir sagen, dal3
alle o, die kleiner als ein gewisses sind, die Eigenddiabesitzen. Dal3 aber diese Eigenschaft
gleichwohl nicht allen Werthen van zukomme, nahmentlich nicht dem Werthe i; ist daraus
klar, weil fla + i) = f(3) nach der Voraussetzung nicht mehr <, sonder(c>+i) = f(p) ist.
Zufolge des Lehrsatzes § 12 mul3 es daher eine ge@igiR3e U geben, welche die groldte unter
denjenigen ist, von denen sich behaupten lal3tatle® die < U sind, die Eigenschaft M an sich

tragen.

2. Und dieses U muf3 innerhalb 0 und i liegen. Desikann erstlich nicht = i seyn; indem
diel3 hiel3e, dal jedesiffw) < ¢(a + ®) sey, so oft nuw < i ist, es moge Ubrigens dem Werthe i
auch noch so nahe kommen. Allein ganz auf diesalbewie wir so eben erwiesen, dal® die
Voraussetzung &) < ¢(o) die Folge f& + i) <o(a + i) nach sich zieht, so bald man ruklein
genug nimmt, l&Rt sich auch darthun, daf} aus deavwgsetzung & + i) > ¢(a + i), die Folge f¢
+i—-0)>o0(a +i-o0) fliellt, sobald man nus klein genug nimmt. Also ist es nicht wahr, dal3 die
zwey Functionen f(x) ung(x) fur alle Werthe von x, die ¢ — i sind, in dem Verhaltnisse der
kleineren Grol3e zu einer grol3eren stehen. — Nodmgerekann zweytens U > i seyn, weil sonst
auch i einer der Werthe vanware, die < U sind, und daher auct i) > ¢(a + i) seyn muf3te,
was der Voraussetzung des Lehrsatzes geradezuspiabdat. Also liegt U, da es doch positiv ist,

sicher zwischen 0 und i, und folglieh+ U zwischero undp.



3. Es fragt sich nun, in welchem Verhaltnisse diad&onen f(x) unde(x) flir den Werth x =
a + U zu einander stehen? Es kann zuvorderst njeht U) <o(a + U) seyn; denn dieses gabe
auch fa + U + o) < ¢(a + U + ®), wenn marw( klein genug anndhme; und folglich wéare- U
nicht der grof3te Werth, von dem behauptet werdem,kdal3 alle unter ihm stehende x die
Eigenschaft M haben. — Eben so wenig kann zwe{ens U) > ¢(a + U) seyn; weil dield auch
fla + U —-0) <o¢(a + U —w) gébe, sobald man nur klein genug nimmt; und also ware gegen die
Voraussetzung die Eigenschaft M nicht von alledi&,untera + U stehen, wahr. Es bleibt denn
also nichts anderes (brig, als daf3+#f(U) =¢(a + U) sey; und folglich ist erwiesen, dal3 es einen

zwischeno undp liegenden Werth von x, ndhmlich U gibt, flr welchen f(x) =(x) wird.

II. Derselbe Beweis ist auch auf den Fall anwendbemnno und p beyde negativ sind;
sobald man nur untey, i und U negative Grof3en verstehet;

indemo + o, o +1i,a + U,a + U—o dann gleichfalls Grél3en zwischemundf vorstellen.

[1l. Ist a O undB positiv, so nehme man nur auch ifx ®, U positiv; und isp negativ, auch

diese negativ: so wird sich der Beweis |. wortiisiwenden lassen.

IV. Wenn endlicho undp von entgegengesetzter Art, und (weil diel3 gleittigyist) z. B.a
negativ, und3 positiv ist: so sagt die Voraussetzung des Lehesain Betreff der Stetigkeit der
Funetionen f(x) una(x), dal} diese Stetigkeit sich auf alle Werthe x@rstrecke, die, wenn sie
negativ, <a, und wenn sie positiv, g sind. Unter diesen ist denn auch der Werth x edriffen.
Man untersuche also das Verhaltnil3, welches f(x)q@() fir x = 0 haben. Ist f(0) ®(0), so ist
der Lehrsatz schon von selbst erwiesen. Ist abB@r>f(¢(0); so liegt, weil f¢) < ¢(a) seyn soll,
nach Ill. zwischen 0 und; ist endlich f(0) <p(0), zwischen 0 un@ ein Werth, fir welchen f(x)
= @(x) wird. Also gibt es in jedem Falle einen zwischeundp liegenden Werth von x, der f(x) =
¢(X) macht.

8. 16.

Anmerkung. Dal3 es nur einen einzigen Werth vonbegder f(x) =p(x) macht,

wird hiermit keineswegs behauptet. Wenn nahmliah €¢(0), und f@ + U) =¢(a + U), so mul}



zwar allerdings 1¢ + U + ® ) > ¢(a + U+ ®) seyn; wenn mai klein genug nimmt; d. h. die
Function f(x), die vorhin kleiner war, adgx), muf3 bald darauf, nachdem beyde einander gleich
geworden sind, gro3er apgx) werden. Allein bey immer groRerer Vermehrung woist es wohl
maoglich, dalR man, bevar + U+ ® noch = gemacht worden ist, auf Werthe kommt, die f(x)
abermahls <p(x) geben. In einem solchen Falle mul3 es, wie ugldr aus unserm Lehrsatze
folgt, nebst U noch zwey andere zwischeand  liegende Werthe von x geben, welche f(x) =
¢(X) machen. Denn es sewft U +K) < ¢(a + U +K); so mul3 es, weil vorhind(+ U +®) schon

> ¢(a + U + @) war, zwischern + U + ® unda + U + K, d. h. auch zwischea und 3, einen
Werth von x geben, woflr f(x) s(x) ist; und eben so, weil wiederf+ i) oder @) > o(B) ist,
auch zwischerr + U + k und f noch ein Werth von x, der f(x) g(x) macht. Auf diese Art
erhellet, dal3 die Werthe von x, welche f(x)¢fx) machen, Uberhaupt immer nach einer

ungeraden Zahl vorhanden seyn mussen.
§17.

Lehrsatz. Jede Function von der Form a ¥ bxcxX' +-... +- pX, in welcher m, n,... r ganze
positive Exponenten bezeichnen, ist fir alle Wexktbe x eine nach dem Gesetze der Stetigkeit
veranderliche Groél3e.

Beweis. Denn wenn sich x in x & verandert; so ist die Aenderung, welche die Foncti

erfahrt, offenbar

=b[(x + oo)m - xm] +c[(x + oo)n - X n] +... + p[(x +oo)r - xr]; eine Grol3e, von der sich leicht
darthun laf3t, daf} sie so klein werden kdnne, als mua immer will, wenn maiw klein genug
nimmt. Denn zu Folge des binomischen Lehrsatzessete Gultigkeit fir ganze positive
Exponenten wir (8. 8 des binom. Lehrs.) unabhémgigden Untersuchungen, mit denen sich die
gegenwartige Abhandlung beschétftigt, dargethanhasiedie Grol3e:

w [mbX™ L+ (m(m = 1)2) b %0+ ... + ™1

ot (n(n-1)/2) R+ . +a™l

+...+ rp>€'1 + (r(r-1)/2)p>{'2u)+ o poor'l]

Die Menge der Glieder, aus welchen der in den Klanmrenthaltene Factor bestehet, ist, wie



man weil3, immer nur endlich, und von dem Werthe @eif3en x undo unabhangig; und da
diese uUberall nur in positiver Potenz erscheinenstsder Werth jedes einzelnen Gliedes, folglich
auch des ganzen Ausdruckes fur jeden Werth vondxujrfauch fir x = 0), immer nur endlich.
Wird aber bey einerley xp verkleinert; so nehmen die Glieder, in dersnvorkdmmt, ab,
wahrend die Ubrigen ungeandert bleiben. Bezeichman also durch S die Grof3e, die
herauskommt, wenn man die Werthe, die alle einpelGdieder des Ausdruckes fur ein

bestimmtesw, z. B. firwi annehmen, so zu einander addirt, als ob sie ml&xley Vorzeichen
hatten: so ist der wirkliche Werth, den dieser AusH flir eben dassellis; hat, gewil3 nicht >

S, derjenige aber, den er fir jedes kleinerannimmt, sicher < S. Verlangt man daher, dal3 die
Veranderung, welche die Function a "bxcX' +-... +- px erfahrt, < D ausfalle; so nehme man
nur einw, das zugleich <1, und auch < D/S ist: so wird.S, und um so mehr das Product aus

in eine Grol3e, die < S ist, < D seyn mussen.
8. 18.

Lehrsatz. Wenn eine Function von der Form

Ml 024 4 px+q,
in welcher n eine ganze positive Zahl bedeutetxféra einen positiven, fir x = aber einen
negativen Werth annimmt; so hat die Gleichung

Nl e 24 4 px+qgq=0

wenigstens eine reelle Wurzel, die zwisclhemndf3 liegt.

Beweis. 1. Wenra und 3 beyde einerley Vorzeichen haben (beyde entwedsitip@der
negativ sind); so ist es klar, dal3 eben dieselbi&ad& der Function, welche fir x & positiv
oder negativ werden, diel3 Zeichen auch fur R, =ind fur die sammtlichen Werthe von x, die
zwischena undf liegen, behalten. Wird nun der Werth der Funcfionx = a positiv, fir x =3
aber negativ; so kann diel3 nur daher rihren, vieiSdmme der positiven Glieder in ihr fir x =

o groRer, fur x = B aber kleiner, als die der negatausfallt. Aber die Summe jener sowohl als



dieser ist von der Form

a+bxX"+cxX' +-... +- px
des 8. 17, d. h. eine stetige Function. Bezeiclwierlso die eine durclh(x), die andere durch
f(x); so mul3 es, weil &) < ¢(a), und f@) > ¢(B) ist, nach 8. 15 irgend einen zwischemnd 3
gelegenen Werth von x geben, fur welchen f(x)(x) wird. Fur diesen Werth wird aber f(x) -

¢(x), d. h. die gegebene Function zu Null; alsalisser Werth eine Wurzel der Gleichung

Nl 24 +px+g=o0.

2. Sind abera und B entgegengesetzt; so betrachte man den Werth, @egegebene
Function fur x = 0 annimmt. Ist dieser Null; so ign selbst erwiesen, dafl} die erwahnte
Gleichung eine reelle, zwischenund 3 liegende Wurzel habe; ndhmlich x = 0. Ist abeselie
Werth (die Grol3e q) positiv; so weil3 man jetzt, defdgegebene Function fir x = 0 positiv, fur x
= 3 aber negativ werde; und weil dieselben Gliedel¢ckeeflir x = positiv oder negativ werden,
diel® Zeichen auch fiur alle zwischen 0 ¢hllegende Werthe von x behalten: so kann man ganz
durch dieselben Schlusse, wie in n°. 1 beweisefd,zdschen 0 un@ ein Werth von x liegen
misse, welcher die Function zu Null macht. Ist iehdy negativ; so gilt dasselbe, was wir so
eben gesagt, wenn man rwustattp setzt. Da nun ein zwischen 0 ugader ein zwischen 0 und
a liegender Werth auch zwischenund 3 liegt, wenn beyde entgegengesetzt sind; so ist die

Wahrheit unsers Lehrsatzes fiir jeden Fall erwiesen.



